Un determinado proceso indusirial se modeliza segun un proceso de Markov en fiempo
continuo con cuatro estados. 1, 2. 3 y 4. definido segun la siguiente matriz de tasa

de transiciones instantaneas

\ 2 1 05 0)
Las tasas vienen expresadas en sucesos por minuto.

a) Determinar el tiempo medio de permanencia en cada uno de los estados y la
matriz de probabilidades de transicion.
b) ;Se puede considerar este modelo como un proceso de Nacimiento y Muerte?

Justificar la respuesta.

c¢) St por cada hora que el sistema se encuentra en el estado 4 se tiene una pena-
lizacion de 306 euros. determinar la penalizacion diaria esperada. supuesto un

periodo de operacion diario de 8 horas.




v; : tasa de permanencia en el estado 1.
g:;j : tasa de transicion instantanea, y

ps; - probabilidad de 1r del estado ¢ al estado 7.

sabemos que
Gig = ViDsy-

Como EJ- pi; = 1 al ser una distribucion de probabilidad. tenemos que
v = U4 E Pij = E ViPij = E ij
J J J

y despejando p;; de (7.3). obtenemos

donde la segunda igualdad se ha obtenido aplicando el resultado de (6.2).




a) El tiempo medio de permanencia en el estado 7. ¢ = 1.....4. es la inversa de la tasza
de permanencia en el estado i. va que el tiempo de permanencia en el estado i sigue una
distribucién exponencial de tasa v;. Por lo tanto. los tiempos medios de permanencia en

los estados 1, 2, 3 v 4 son 1/vy, 1/ve. 1/v3 v 1/v4. respectivamente. Es decir,

El tiempo de permanencia en el estado 1 es 1/v1 = 1/1 = 1 minuto.
El tiempo de permanencia en el estado 2 es 1 /v2 = 1/1.5 = 0.6 minutos.
El tiempo de permanencia en el estado 3 es 1/v3 = 1/1.5 = 0.6 minutos.

El tiempo de permanencia en el estado 4 es 1/v4 = 1/3.5 = 0.286 minutos.

La matriz de probabilidades de transicion es
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b) El diagrama de transicién es

1 | 1
> > >
OINONNONNO
< < <
0.5 0.5 0.5

2

No se puede considerar este modelo como un proceso de nacimiento y muerte yva que
en un proceso de este tipo s6lo se pueden producir transiciones al estado inmediatamente
anterior o posterior, mientras que en el caso que nos ocupa. desde el estado 4 se producen

transiciones al resto de estados.

¢) El porcentaje de permanencia en el estado 4, viene determinado por 74. Asi. la penali-

zacion media sera 8 x 36wy = 8 % 36 x 0.0734 = 21.139 euros.




Un ascensor presta servicio a un edificio de tres plantas (planta baja. primera y
seqgunda). Los usuarios llegan a cada una de las plantas siguiendo distribuciones

exponenciales con las medias que se presentan en la siguiente tabla

Planta Media

Baja | 5 minutos

12 7 minutos

2% 0 minutos

La siguiente matriz muestra la probabilidad con que un usuario que coge el ascensor

en una planta. se traslada a otra.

B 0 06 04
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Cuando un usuario llega al ascensor. st éste no esta en su planta debe llamarlo antes
de utilizarlo. El tiempo que tarda el ascensor en hacer el recorrido (independientemente
de 51 va cargado o vacio o el numero de plantas recorridas) es exponencial de media

10 segundos.

a) Modelizar el sistema como una cadena de Markov en tiempo continuo.
b) Plantear sus ecuaciones de equilibrio.

c) Indicar el porcentaje de tiempo que el ascensor esta parado (no calcular).




a ) Para modelizar el sistema como una cadena de Markov en tiempo continuo consideremos

los siguientes estados:

PB : el ascensor esta parado en la planta B.
P1 : el ascensor esta parado en la planta 1,
P2 : el ascensor esta parado en la planta 2.
OB : el ascensor va ocupado a la planta B.
O1 : el ascensor va ocupado a la planta 1.
02 : el ascensor va ocupado a la planta 2,
VB : el ascensor va vacio a la planta B.

\'1 : el ascensor va vacio a la planta 1.

V2 : el ascensor va vacio a la planta 2.

Las tasas de llegada de los usuarios a cada planta siguen exponenciales de parametro:

1 1 i O 1 1 e
Ag = 5% 60 — 30p Suarios/seg (para la planta baja), \{ = ——— = —— usuarios/seg.

| 1 7 x 60 420
(para la planta 1%) y A2 = oc—o = — = usuarios/seg. (para la planta 2).

El tiempo que tarda el ascensor en hacer un travecto sigue una exponencial de parametro:

Asi, las transiciones entre estados seguiran las sigulentes tasas: A;p;; (sl la transicion

es entre el estado Pi y el Oj) v A; (si la transicién es entre el estado Pi v el Vj).
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b) Las ecuaciones de equilibrio son
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c) El porcentaje de tiempo que el ascensor estd parado es mpp + Tpy + Tpo.




A un procesador le llegan trabajos segin un proceso de Poisson de tasa 2 trabajos
por minuto. El procesador los procesa en un tiempo exponencial de tasa 4 trabajos
por minuto. Sin embargo. cuando hay 3 trabajos en el sistema éste se bloguea y no
permite la entrada de trabajos hasta que no haya ningun trabajo en la cola. En ese
momento, es decir, cuando en el sistema tan solo se encuentra el trabajo que esta
en el procesador. es cuando el sistema se desbloguea y vuelve a permitir la entrada

de trabajos. ;Cudl es la proporcion de mensajes blogueados a largo plazo?

Poisson 2 t/m

[ 1 ] Procesador,
Exponencial 4 t/m

[ ]




Solucion: Cada estado lo representaremos por los valores (X:. Y:) donde X; representa
el nmimero de trabajos que hay en el instante £, X; = 0.1.2.3. e }; representa el estado
del sistema. valiendo 0 cuando el sistema esta bloqueado v 1 cuando no lo esta. Asi el

diagrama de transicion es
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Nos piden la proporcién de mensajes bloqueados a largo plazo, es decir, m9 ¢ + T3p0.
Para calcular este valor es necesario calcular la distribucién estacionaria, que se obtiene

resolviendo el sistema de ecuaciones de equilibrio sigulente
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Luego la proporcion de mensajes bloqueados a largo plazo es

i 4 o
T man = — +—=— = 0.09.
20730 = 55 T 55 = 9

o lo que es lo mismo el 9 %.




Un técnico de un servicio de reparacion de electrodomésticos a domicilio atiende
avisos en las localidades de Aranjuez y Ocana. En cada servicio tarde una media de
2 horas. aungue este tiempo varia siguiendo una distribucion exponencial. Una ve:
acabado de atender un servicio, el operario se desplaza immediatamente al siguiente
domacilio que deba servir. Los servicios se atienden en riguroso orden de llegada a la
central y su volumen es tal que sitempre hay algun servicio que atender. Los tiempos de
desplazamiento de un domicilio a otro también son variables. habiéndose observado
que si el desplazamiento es entre dos domicilios de Aranjuez el tiempo medio es de 15
minutos, en Ocana 10 minutos y s1 el desplazamiento debe realizarse entre domicilios
de distintas localidades es de 30 minutos. Todos estos tiempos puede considerarse que
se distribuyen exponencialmente. Estadisticamente se ha comprobado que el volumen

de avisos procedentes de Aranjuez es el triple de los procedentes de Ocana.

Con estos datos:

a) Modelizar la actividad del técnico como un proceso de Markov.

b) Determinar el porcentaje de tiempo que el técnico empleard en desplazamientos.

c) Si se supone una dedicacion de 160 horas mensuales. jcual sera el numero

medio de servicios que atenderd el técnico en un mes?

d) Una ve: que acaba un servicio en Aranjuez. iqué tiempo medio transcurrird

hasta que termine otro en Ocana?




A : Técnico efectuando una reparacién en Aranjuez.

AA : Téenico desplazandose entre dos domicilios de Aranjuez.

AO : Técnico desplazandose desde un domicilio de Aranjuez a otro de Ocana,
O : Técnico efectuando una reparaciéon en Ocana.

OO0 : Técnico desplazandose entre dos domicilios de Ocana,

OA : Técnico desplazdandose desde un domicilio de Ocana a otro de Aranjuez.

a) Con esta definicién, las tasas de permanencia en cada uno de los estados, expresadas en
horas, son: 0.5 (para el estado A). 0.5 (para el estado O), 4 (para el estado AA4), 6 (para
el estado OO). 2 (para el estado AO) v 2 (para el estado OA).

Y la matriz de probabilidades de transicion es
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El siguiente grafico muestra el diagrama de transicion resultante
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b) Asi. el porcentaje de tiempo que el técnico empleara en desplazamiento es

TAA +Tao +Toa + moo = 0.06 +0.04 + 0.04 4+ 0.004 = 0.144.

c¢) Para estimar el numero de servicios calcularemos el tiempo efectivo de trabajo que

vendra dado por

(mq4 + To) x 160 = 0.855 x 160 = 136.8 horas.

Como cada servicio dura 2 horas se tendra que el numero de servicios sera

136.8 ..
—— = 68.4 servicios.
2
d) Para calcular la esperanza del tiempo solicitado (740 ) consideramos el caso en que a la
salida del servicio se va directamente a Ocana (A — O). v el caso en que se atiende otro

servicio en Aranjuez (4 — A4).
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Una maquina precisa para su funcionamiento de 2 componentes de tipo A y 1 de tipo
B que estan swietas a fallos. Todas las componentes se averian al cabo de un tiempo
de funcionamiento exponencial. de media 1/2 hora para las componentes de tipo A
y media 1 hora para las componentes de tipo B. Reponer una componente requiere
un tiempo exponencial. de media 1/12 de hora si es de tipo A y de media 1/15 de

hora st es de tipo B.

51 el sistema empieza funcionande. determinar:

a) El tiempo que se espera que esté funcionando en un intervalo de tiempo de T

horas.

b) La proporcion de piezas de tipo A y B que conviene tener de repuesto para aten-
der a las averias. El gasto medio en averias st se han averiado 27 componentes

y las componentes de tipo A y B cuesta 1000 y 1100 euros. respectivamente

c) St la averia de la maguina se prolonga por encima de los 6 minutos el fallo
se considera severo. jcudl es la probabilidad de que cuando se produce un fallo

éste sea severo?




Solucién: Denotemos con X (t) el estado de la maquina en el instante { v definamos los

estados:
0 : maquina funciona.

1 : maquina con una componente A averiada,

2 : maquina con una componente B averiada.

Entonces. el problema puede ser representado como una cadena de Markov en tiempo

continuo donde las tasas de permanencia en cada estado son:
w=2+2+1=5, 21 =12 ¥y w9 =15,

v las probabilidades de transicién

2+ 2
P = FPimn X a4 X, Xg)= =7 WL
01 (min{X 4, X4,} < Xp) 52921 15
F P (mi {Y X } Xg) 1 1/E
= P(min{Xy4,.. > 3 = — 1/5,
02 A A3 B 219 1 1 !

donde X 4, v X 4, son los tiempos que tardan en averiarse cada una de las componentes A
de la méaquina. los cuales siguen una distribucién exponencial de tasa 1/2 v Xp el tiempo
que tarda en averiarse la componente B. Por lo tanto. las tasas instantaneas de transicion

SOI.

do1 L!HP{}] = 2 X —ll,e"’:'_ll =4, Gip = L!1P1[| =12 x1=12.
Gp2 — l!ﬂP{}g =5 ].,a"ff,l = 1. Gop = ?-'!ZPE[I =15 x1=15.
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o) Las ecuaciones de equilibrio son:
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Por lo tanto. el tiempo que se espera que esté funcionando en un intervalo de tiempo

de 7 horas es 7 X mg = 7 X 5/7 = b horas.

b) La proporcién de repuestos necesarios vendra dada por la probabilidad de que cuando
se produzca un fallo este sea de cada uno de los tipos previstos.

Asi. la proporcién de repuestos tipo A, seria Fpy = 4/5 v la de tipo B Fp2 = 1/5.

Si se han producido 27 averfas v sabemos que la proporcién de averias del tipo A son
4/5 v la proporcién de averias del tipo B son 1/5 tenemos que el gasto medio en las 27

componentes es
27 x 4/5 % 1000 + 27 x 1/5 x 1100 = 27540 euros.

c) S1 denominamos X 4 v Xp las variables aleatorias que miden la duracién de las repara-
ciones de cada uno de los tipos de averia. sabemos que siguen distribuciones exponenciales

de tasas 12 v 15. respectivamente. Asi.

Pl 0= 80— 0801
Pi{X = 0l =81 =0 993

Por lo tanto, teniendo en cuenta la distribucion de los fallos de cada uno de los tipos

cde equipo. se tendria que la probabilidad de fallo severo es

4/5 x 0.301 +1/5 x 0.223 = 0.286







